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Homotopy theory

ホモトピーとは,位相空間や連続写像を連続的に変形するということを定
式化した概念であり,位相空間や連続写像から代数的な対象と準同型写像
を与える.

ホモトピー論とは, 1930年代に PoincareやHopfなどの手により発展しは
じめたホモトピーを用いて,位相空間や連続写像を研究する理論である.
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CW complex

CW複体は胞体を貼り合わせて得られる空間であり,議論しやすく,圏論
的に優れた性質をもつ.

CW複体は 1940年代にホモトピー論の研究の中でWhiteheadにより定義
され,現代数学でも重要な空間である.
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Category theory

圏と関手は,数学的対象とその間の関係を抽象的に扱える概念であり,圏
と関手は様々な応用先があるため,現代数学では欠かせないものになって
いる.

圏論とは, 1940年代に EilenbergやMacLaneがホモロジーやコホモロ
ジーを定式化するために発展しはじめた圏と関手の理論である.
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Triangulated category

三角圏はシフト関手とよばれる自己関手と特三角とよばれる列のクラス
をもった加法圏であり,完全列や Puppe sequenceの理論を一般化して扱
える圏である.

三角圏論は 1960年代に Puppeや Verdierにより導入された理論である.

Puppeは安定ホモトピー圏を基本的な例と考えていて, Verdierはアーベ
ル圏の導来圏を基本的な例と考えていた.
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Notation

単位閉区間 [0,1]を Iと表す.

基点付き位相空間 (X , x), (Y , y)間の基点を保つ連続写像のホモトピー類
の集合を 〈X ,Y 〉と表す.

群 G と自然数 nに対し, (G , n)型 Eilenberg-MacLane空間を K (G , n)と
表す.

O = lim
→

O(n)と表し, U = lim
→

U(n)と表す.
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Notation

集合と写像のなす圏を Setと表す.

基点付き位相空間と基点を保つ連続写像のなす圏をTop∗と表す.

基点付き CW複体のなすTop∗の充満部分圏を CW∗と表す.

基点付き連結 CW複体のなす CW∗の充満部分圏を ConCW∗と表す.

アーベル群と群準同型写像のなす圏をAbと表す.

Topの間の錐をとる関手を C : Top→Topと表す.

Topの間の懸垂をとる関手を S : Top→Topと表す.
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Reduced cohomology theory

Definition 2.1 (簡約コホモロジー論)

CW∗ 上の簡約コホモロジー論とは,整数 nに対し,関手 h̃n : CWop
∗ →Abと CW対

(X ,A)に対し,自然な双対境界準同型写像 δn : h̃n(A) → ˜hn+1(X/A)が与えられ,以下をみ
たすものである.

(ホモトピー公理) f ≃ g ∈HomCW
op
∗
((X , x), (Y , y))と整数 nに対し, h̃n(f ) =

h̃n(g) ∈ HomAb(h̃n(Y ), h̃n(X ))

(完全列公理) CW対 (X ,A)に対し,長完全列

. . . h̃n(X/A) h̃n(X ) h̃n(A) ˜hn+1(X/A) . . .
δn−1 h̃n(q) h̃n(i) δn

˜hn+1(i)

が存在する.

(ウェッジ和公理) 包含写像 iα : Xα ↪→
∨
α

Xα は整数 n に対し, 同型

∏
α

h̃n(iα) : h̃n

(∨
α

Xα

) ∏
α

h̃n(Xα)
∼= を誘導する.

秋桜 Brown representability theorem 11 / 44



Outline Introduction Ω-spectrum and reduced cohomology theory Main theorem Generalization of main theorem Reference

Cohomology theory

今回は簡約コホモロジー論を扱うが,簡約コホモロジー論と一般コホモロ
ジー論は 1対 1対応する.

実際,簡約コホモロジー論 h̃nに対し, hn(X ,A) := h̃n(X/A)とすることで
一般コホモロジー論 hnが定まり,逆に一般コホモロジー論 hnに対し,
X → {∗}を用いて, h̃n(X ) := Coker (hn({∗}) → hn(X ))とすることで簡
約コホモロジー論 h̃nが定まる.
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Reduced suspension and loop space

Top∗の間に重要な随伴関手が存在する.

基点付き位相空間 (X , x)に対し, 基点付き位相空間 (SX/({x} × I ), [x ])を
対応させ,基点を保つ連続写像 f に対し, S(f )の商写像を対応させること
により,関手 Σ: Top∗ →Top∗を得る.

基点付き位相空間 (X , x)に対し, ループ空間を対応させ,基点を保つ連続
写像 f に対し,

Ω(f ) : (ΩX , cx) −→ (ΩY , cy )

∈ ∈

[m] 7−→ [f ◦m]

対応させることにより,関手 Ω: Top∗ →Top∗を得る.
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Adjoint functor

これらの関手は以下のように随伴関手となる.

Theorem 2.2

Top∗ ⊥ Top∗

Σ

Ω
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Loop space and homotopy group

位相空間 K と自然数 nに対し,

πn+1(K ) = 〈Sn+1,K 〉 = 〈SSn,K 〉 ∼= 〈ΣSn,K 〉 ∼= 〈Sn,ΩK 〉 = πn(ΩK )

となる. つまり,ループ空間を考えることでホモトピー群の次元を下げる
ことができる. 特に, ΩK (G , n + 1)は K (G , n)である.
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Observation of reduced cohomology theory

CW∗上の簡約コホモロジー論はまず,基点付き CW複体に対し,アーベル
群を定めたいのであった.

基点付き CW複体 (X , x), (K , k)に対し, 〈X ,ΩK 〉はループ積が誘導する
演算により,群となる.

同様に, n-重ループ空間 ΩnX を考えることで,アーベル群 〈X ,ΩnK 〉を
得る.

I は局所コンパクトハウスドルフ空間なので, K I×I ∼= (K I )I が成立する.
よって, ΩnK は連続写像 I n → K で ∂I nを基点に移すものの空間とみな
せる.
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Observation of reduced cohomology theory

Proposition 2.3

基点付き位相空間 (X , x), (K , k), (M,m)に対し,弱ホモトピー同値
K → ΩM が存在すれば, 〈X ,K 〉 ∼= 〈X ,ΩM〉となる.

上の命題により, K はループ空間でなくてもループ空間と弱ホモトピー同
値で十分であることがわかる.
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Observation of reduced cohomology theory

簡約コホモロジー論の完全列公理より, CW対 (CX ,X )に対し,長完全列

. . . h̃n(CX/X ) h̃n(CX ) h̃n(X ) ˜hn+1(CX/X ) . . .δn−1 h̃n(q) h̃n(i) δn
˜hn+1(q)

つまり,

. . . h̃n(ΣX ) 0 h̃n(X ) ˜hn+1(ΣX ) . . .δn−1 h̃n(q) h̃n(i) δn
˜hn+1(q)

を得る.
したがって,自然同型 h̃n(X ) ∼= ˜hn+1(ΣX )が成立するが, h̃n(X ) = 〈X ,Kn〉
とすると,この同型はループ空間への弱ホモトピー同値から誘導される.

秋桜 Brown representability theorem 18 / 44



Outline Introduction Ω-spectrum and reduced cohomology theory Main theorem Generalization of main theorem Reference

Definition of Ω-spectrum

これらの観察により, Ω-spectrumを以下のように定義するのが妥当で
ある.

Definition 2.4 (Ω-spectrum)

各整数 nに対し,弱ホモトピー同値 Kn → ΩKn+1が存在する基点付き CW
複体の列 (Kn)n∈Zを Ω-spectrumという.
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Example of Ω-spectrum

Example 2.5 (Eilenberg-MacLane spectrum)

基点付き CW複体である Eilenberg-MacLane空間の列 (K (G , n))n∈Zは
Ω-spectrumである.

Bott周期性定理より,弱ホモトピー同値O → Ω8O や U → Ω2U が存在す
るため, O や U は周期的な Ω-spectrumを与える.これは K 理論で重要で
ある.
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Ω-spectrum defines reduced cohomology theory

任意の Ω-spectrumは簡約コホモロジー論を定める.

Theorem 2.6

任意の Ω-spectrum (Kn)n∈Zは各 nに対し,関手 h̃n(X ) = 〈X ,Kn〉とする
ことで CW∗上の簡約コホモロジー論を定める.
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Sketch of proof

ホモトピー公理と完全列公理とウェッジ和公理をみたすことを確かめる.

基点を保つ連続写像 f : (X , x) → (Y , y)は各 nに対し,準同型写像

h̃n(f ) : 〈Y ,Kn〉 ∼= 〈Y ,ΩKn+1〉 −→ 〈X ,Kn〉 ∼= 〈X ,ΩKn+1〉
∈ ∈

[m] 7−→ [m ◦ f ]

を誘導し, f ' g ならば h̃n(f ) = h̃n(g)となるため,ホモトピー公理をみ
たす.
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Sketch of proof

CW対 (X ,A)に対し, Puppe sequence

A X X/A ΣA ΣX Σ(X/A) · · ·

と Proposition 2.3より,完全列
· · · ⟨X/A,Kn⟩ ⟨X ,Kn⟩ ⟨A,Kn⟩ ⟨X/A,Kn+1⟩ · · ·

· · · h̃n(X/A) h̃n(X ) h̃n(A) ˜hn+1(X/A) · · ·

を得るため,完全列公理をみたす.
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Sketch of proof

包含写像 iα : Xα ↪→
∨
α

Xαは整数 nに対し,同型写像

∏
α

h̃n(iα) :

⟨∨
α

Xα,Kn

⟩
∼=

⟨∨
α

Xα,ΩKn+1

⟩
−→

∏
α

〈Xα,Kn〉 ∼=
∏
α

〈Xα,ΩKn+1〉

∈ ∈

[m] 7−→
∏
α

[m|Xα◦iα ]

を誘導するため,
∏
α

h̃n(iα) : h̃n

(∨
α

Xα

) ∏
α

h̃n(Xα)
∼= を得る.

よってウェッジ和公理をみたす.
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Homotopy construction of cohomology

Theorem 2.7

CW∗上の簡約コホモロジー論 h̃が n 6= 0に対し, h̃n(S0) = 0をみたすと
き,任意の CW複体 X と任意の n > 0に対し,自然同型
h̃n(X ) ∼= H̃n(X ; h̃0(S0))が成立する.

Eilenberg-MacLane spectrumを考えると以下が得られる.

Corollary 2.8

任意の CW複体 X と任意の n > 0と任意のアーベル群 G に対し,自然同
型 〈X ,K (G , n)〉 ∼= H̃n(X ;G )が成立する.
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Mayer-Vietoris axiom

A,B を X ∈CWop
∗ の部分複体で A ∪ B = X となるもの, h : CWop

∗ →Set
を関手とし,次の図式を考える.

A ∩ B A h(A ∩ B) h(A)

B X h(B) h(X )

jA

jB kA

j∗A

kB

j∗B k∗
A

k∗
B

このとき, a ∈ h(A), b ∈ h(B)で j∗A(a) = j∗B(b)となるならば, x ∈ h(X )
で k∗A(x) = aかつ k∗B(x) = bとなるものが存在する.
上の条件をMayer-Vietoris公理という.
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Brown functor

Definition 3.1 (Brown関手)

関手 h : CWop
∗ →Setがホモトピー公理とウェッジ和公理とMayer-Vietoris

公理をみたすとき, Brown関手という.

Example 3.2 (Hom関手)

基点付き連結 CW複体 K に対し, Hom関手 〈−,K 〉 : CWop
∗ →Setは

Brown関手である.

Example 3.3

基点付き連結 CW複体 X に対し, X 上の主 G 束の同型類をとる関手
HG : ConCWop

∗ →Setは Brown関手である.
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Example of brown functor

Example 3.4 (簡約コホモロジー論)

簡約コホモロジー論 h̃n : CWop
∗ →Setは Brown関手である.

定義より簡約コホモロジー論はホモトピー公理とウェッジ和公理をみた
し,簡約コホモロジー論はMayer-Vietoris完全列

· · · h̃n(X ) h̃n(A)⊕ h̃n(B) h̃n(A ∩ B) · · ·
(k∗

A ,k
∗
B) j∗A−j∗B

を導くため,その完全性より, Mayer-Vietoris公理をみたすことがわかる.
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Brown representability theorem

Theorem 3.5

h : ConCWop
∗ →Setを Brown関手とする. このとき, K ∈ConCWop

∗ と
u ∈ h(K )が存在し,任意の X ∈ConCWop

∗ に対し,写像

Tu : 〈X ,K 〉 −→ h(X )

∈ ∈

[f ] 7−→ f ∗(u)

は全単射である.つまり, Brown関手 hは表現可能関手である.

上の様な (K , u)を普遍対といい,普遍対はホモトピー同値を除いて一意で
ある.
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n-universal pair and π∗-universal pair

Definition 3.6 (n-普遍対, π∗-普遍対)

h : ConCWop
∗ →Setを Brown関手とする. このとき,以下をみたす

K ∈ConCW∗と u ∈ h(K )の対 (K , u)を n-普遍対という.

Tu : 〈S i ,K 〉 = πi (K ) −→ h(S i )

∈ ∈

[f ] 7−→ f ∗(u)

は i < nに対し,全単射であり, i = nに対し,全射である.

また, (K , u)が任意の nについて n-普遍対であるとき, π∗-普遍対という.

π∗-普遍対はホモトピー同値を除いて一意である.

秋桜 Brown representability theorem 31 / 44



Outline Introduction Ω-spectrum and reduced cohomology theory Main theorem Generalization of main theorem Reference

Key lemma

Lemma 3.7

h : ConCWop
∗ →Setを Brown関手, X ∈ConCWop

∗ , x ∈ h(X )とする. こ
のとき, π∗-普遍対 (K , u)で K は X を部分複体として含み, j : X ↪→ K に
対し, j∗(u) = x となるものが存在する.

Lemma 3.8

h : ConCWop
∗ →Setを Brown関手, (K , u)を π∗-普遍対, (X ,A)を基点付

き CW対, x ∈ h(X )とする. このとき,任意の f : A → K で k : A ↪→ X に
対し, f ∗(u) = k∗(x)となるものに対し, f を拡張して, g : X → K で
g∗(u) = x となるものが存在する.

(A, f ∗(u) = k∗(x)) (K , u)

(X , x)

f

k
∃g
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Proof of brown representability theorem

Lemma 3.7より, π∗-普遍対 (K , u)が普遍対になることを示せばよい.
ウェッジ和公理と Lemma 3.8より,図式

({∗}, 0) (K , u)

(X , x)

f

k ∃g

を得るため,

Tu : 〈X ,K 〉 −→ h(X )

∈ ∈
[g ] 7−→ g∗(u)

は全射である.
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Proof of brown representability theorem

任意の [f0], [f1] ∈ 〈X ,K 〉に対し, Tu([f0]) = Tu([f1])とする.つまり,
f ∗0 (u) = f ∗1 (u)となる. ここで, Lemma 3.8より,図式

(X × ∂I )/({∗} × ∂I ) = X ∨ X (K , u)

(X × I )/({∗} × I )

f0∨f1

k ∃H

を得る. よって, H は f0から f1へのホモトピーである. したがって,
[f0] = [f1]となるため,

Tu : 〈X ,K 〉 −→ h(X )

∈ ∈
[g ] 7−→ g∗(u)

は単射である.
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Brown representability theorem

任意の Ω-spectrumは簡約コホモロジー論を定めたが,驚くべきことに逆
も成立する.

Theorem 3.9

任意の CW∗上の簡約コホモロジー論はある Ω-spectrum (Kn)n∈Zを用い
て, h̃n(X ) ∼= 〈X ,Kn〉と表現できる.
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Proof of theorem 3.9

簡約コホモロジー論で簡約懸垂をとる写像をうつすと同型射になり,基点
付き CW複体の簡約懸垂は連結なので,基点付き連結 CW複体を考えれば
十分である.

簡約コホモロジー論は Brown関手だったので, Theorem 3.5より,任意の
nに対し, h̃n(X ) ∼= 〈X ,Kn〉となる基点付き連結 CW複体の列 (Kn)n∈Z が
得られる.

自然同型 h̃n(X ) ∼= h̃n+1(ΣX )と Σ a Ωは自然同型

ΦX : 〈X ,Kn〉 〈ΣX ,Kn+1〉 〈X ,ΩKn+1〉
∼= ∼=

を導く.
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Proof of theorem 3.9

ΦX の自然性より,任意の f : X → Knに対し,図式

〈Kn,Kn〉 〈X ,Kn〉

〈Kn,ΩKn+1〉 〈X ,ΩKn+1〉

−◦f

ΦKn ΦX

−◦f

を得る. よって, ΦX = ΦKn(idKn) ◦ −となり,

ΦS i = ΦKn(idKn) ◦ − : πi (Kn) = 〈S i ,Kn〉 〈S i ,ΩKn+1〉 = πi (ΩKn+1)
∼=

を導くため, ΦKn(idKn) : Kn → ΩKn+1は弱ホモトピー同値である.
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Triangulated category

基点付き CW複体を対象とし,射を lim
→

〈ΣnX,ΣnY〉とする圏を安定ホモ
トピー圏というが,これは三角圏となる.

Brown representability theoremの三角圏への一般化が存在する.

三角圏の Brown representability theoremは実は良い三角圏でしか成立し
ないが応用先が広い. そこでどのような三角圏で Brown representability
theoremが成立するのかという問題も考えられている.
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Brown representability theorem

Theorem 4.1

T をコンパクト生成な三角圏とする. このとき,余積を積にうつすコホモ
ロジー的関手 h : T → Abは表現可能関手である.

これは Theorem 3.5の三角圏への一般化である.
Theorem 4.1により,積の存在が示されたり, Grothendieck dualityの別証
明が得られたりと様々な応用があるが今回は以下を紹介する.

Corollary 4.2

S をコンパクト生成な三角圏, T を三角圏とし, F : S → T を余積を保
つ三角関手とする. このとき, F は右随伴関手 G : T → S をもつ.
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Proof of corollary 4.2

任意の T ∈ T に対し,

HomT (F (−),T ) : S op −→ Ab

∈ ∈

S 7−→ HomT (F (S),T )

は余積を積にうつすコホモロジー的関手である. よって, Theorem 4.1よ
り, G (T ) ∈ S が存在して,自然同型

HomT (F (S),T ) ∼= HomS (S ,G (T ))

を得る.
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Proof of corollary 4.2

T の射 T → T ′に対し,自然変換

HomT (F (−),T ) ⇒ HomT (F (−),T ′)

が定まるが,自然同型より,自然変換

HomS (−,G (T )) ⇒ HomS (−,G (T ′))

が定まる. ここで米田の補題より, S の射 G (T ) → G (T ′)が定まる. こ
の G が右随伴関手となる.
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